Наклонной, проведённой из данной точки к данной плоскости, называется любой отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости,  не являющийся перпендикуляром к плоскости.
Конец отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием наклонной.
[image: Paralelograms šablons.jpg]
 
AB — наклонная;
B — основание наклонной.
  
Перпендикуляром, проведённым из данной точки к данной плоскости, называется отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости, и лежащий на прямой, перпендикулярной плоскости.
Конец этого отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием перпендикуляра.
[image: Paralelograms šablons - Copy.jpg]
AC — перпендикуляр;
C — основание перпендикуляра.
 
Расстоянием от точки до плоскости называется длина перпендикуляра, проведённого из этой точки к плоскости.
 
Отрезок, соединяющий основания перпендикуляра и наклонной, проведённых из одной и той же точки, называется проекцией наклонной.
[image: Paralelograms šablons - Copy - Copy.jpg]
CB — проекция наклонной AB на плоскость α.
Треугольник ABC прямоугольный.
Углом между наклонной и плоскостью называется угол между этой наклонной и её проекцией на плоскость.
 
[image: Paralelograms šablons - Copy - Copy - Copy.jpg]
∢ CBA — угол между наклонной AB и плоскостью α.
 
[image: Paralelograms šablons - Copy - Copy - Copy (2).jpg] 
Если AD>AB, то DC>BC.
 
Если из данной точки к данной плоскости провести несколько наклонных, то большей наклонной соответствует большая проекция.
∢ DAB — угол между наклонными;
∢ DCB — угол между проекциями.
Отрезок DB — расстояние между основаниями наклонных.


 ТЕОРЕМА О ТРЕХ ПЕРПЕНДИКУЛЯРАХ
Если прямая, проведённая на плоскости через основание наклонной, перпендикулярна её проекции, то она перпендикулярна и самой наклонной. 
 
	[image: tpt1.jpg]
 
  a⊥ AB
	 [image: tpt1 - Copy.jpg]
a⊥AB;BC⊥BA}⇒a⊥CA


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Справедлива также обратная теорема:
если прямая на плоскости перпендикулярна наклонной, то она перпендикулярна и проекции наклонной.
	[image: tpt1 - Copy - Copy.jpg]
 
a⊥ AC
	 
[image: tpt1 - Copy.jpg]
 
a⊥ AC; BC⊥BA}⇒a ⊥BA


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Из вершины S к плоскости квадрата ABCD проведён перпендикуляр BS и наклонные SA, SC и SD.
Назови все прямоугольные треугольники с вершиной S, обоснуй свой ответ.
 
Рисунок:
	[image: PERPENDIKULARA SKAUTNE 2.JPG]
ABCD — квадрат, все углы которого равны по 90° градусов.
 
1. Грань ASB — прямоугольный треугольник,
2. Грань BSC — прямоугольный треугольник,
т. к. BS — перпендикуляр к плоскости.



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[image: PERPENDIKULARA SKAUTNE 3.JPG]
3. Грань DSC — прямоугольный треугольник, по теореме о трёх перпендикулярах:
 
CD⊥BC, т. к. ABCD− квадрат SB⊥BC, т. к. перпендикуляр}⇒CD⊥SC;
значит, ∢ SCD= 90°.
 
 
4. Грань ASD — прямоугольный треугольник, по теореме о трёх перпендикулярах:
 
 AD⊥AB, т.к. ABCD− квадрат; SB⊥AB, т.к. перпендикуляр}⇒AD⊥SA;
значит, ∢ SAD= 90°.

	
Примеры решения задач
Имеем плоскость α (рис. 1). В плоскости α  лежит прямая b. АН – перпендикуляр к плоскости α, АМ – наклонная, МН - проекция наклонной АМ на плоскость α. 
[bookmark: _GoBack]По теореме о трех перпендикулярах, наклонная перпендикулярна к прямой b тогда и только тогда, когда ее проекция перпендикулярна к прямой b.
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83207/f958fff0_34ed_0131_e281_22000aa81b95.png]
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83208/fa48abd0_34ed_0131_e282_22000aa81b95.png]
Рис. 1 
В теореме идет речь трех перпендикулярах. Укажем их:
АH – это перпендикуляр к плоскости α, а значит, к прямой b.
HМ – проекция, перпендикуляр к прямой b.
АМ – наклонная, перпендикуляр к прямой b.
Угол между прямой и плоскостью
Рассмотрим плоскость α и прямую а, а = АМ (рис. 2). Пусть прямая а пересекает плоскость α, но не перпендикулярна ей. Тогда углом между прямой а и плоскостью α называется угол между прямой а и ее проекцией на эту плоскость. То есть, угол меду прямой а и плоскостью α - это угол АМН. Пусть [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83209/faf06bd0_34ed_0131_e283_22000aa81b95.png]
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83210/fb7be150_34ed_0131_e284_22000aa81b95.png]
Рис. 2
Свойство угла между прямой и плоскостью
Через точку М в плоскости α проведем прямую МВ (рис. 2). Рассмотрим угол между прямой а и прямой МВ, назовем его φ. Тогда по свойству угла между прямой и плоскостью получаем, что [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83211/fc305d00_34ed_0131_e285_22000aa81b95.png].
Задача 1
Прямая АК перпендикулярна к плоскости правильного треугольника АВС, точка М – середина стороны ВС.
1) Докажите, что МК ⊥ ВС
2) Найдите угол между прямой КМ и плоскостью АВС, если АК = а, ВС = 2а.
1) Дано:
AB = BC = CA,
AK ⊥ ABC,
BM = MC.
Доказать: МК ⊥ ВС.
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83212/fcdf3e00_34ed_0131_e286_22000aa81b95.png]
Рис. 3
Доказательство:
АМ - это проекция наклонной КМ на плоскость АВС. АМ - медиана. По свойству правильного треугольника медиана АМ является и высотой, то есть прямые ВС и АМ перпендикулярны.
Первый способ:
Прямая ВС перпендикулярна АМ - проекции наклонной МК. По теореме о трёх перпендикулярах получаем, что прямая ВС перпендикулярна и наклонной МК, что и требовалось доказать.
Второй способ:
Прямая АК перпендикулярна плоскости АВС, а значит, и прямой ВС, лежащей в плоскости АВС. Имеем, ВС перпендикулярна АМ, ВС перпендикулярна АК, значит, ВС перпендикулярна плоскости МАК, а значит, и прямой МК, лежащей в этой плоскости, что и требовалось доказать.
2) Дано:
АВ = ВС = СА,
АК ⊥ АВС,
ВС = 2а,
АК = а,
Найти: ∠(КМ; АВС)
Решение:
Углом между прямой и плоскостью называется угол между прямой и ее проекцией на плоскости. Мы имеем наклонную МК, имеем ее проекцию АМ. Значит, углом между прямой МК и плоскостью АВС является угол АМК.
Треугольник АВС – правильный. Значит, все его углы равны 60°. Значит, ∠АВС = 60°.
Рассмотрим треугольник АМВ. Он прямоугольный, так как АМ ⊥ ВС. Найдем АМ:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83213/fd63f320_34ed_0131_e287_22000aa81b95.png]
Рассмотрим прямоугольный треугольник АМК. AK = a, [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83214/fe106c10_34ed_0131_e288_22000aa81b95.png]
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83215/fe9c1a10_34ed_0131_e289_22000aa81b95.png]
Угол АМК – острый, значит, [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83216/ff6fcec0_34ed_0131_e28a_22000aa81b95.png]
Ответ: 30°.
Задача 2
Из точки М проведен перпендикуляр МВ к плоскости прямоугольника АВСD (рис. 4).
1) Докажите, что треугольники АМD и МСD – прямоугольные.
2) Найдите угол между прямой МD и плоскостью АВС, если СD = 3см,
АD = 4 см, МВ=5 см.
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83217/0007fa80_34ee_0131_e28b_22000aa81b95.png]
Рис. 4
1) Дано: прямоугольник АВСD, МВ ⊥ АВС. 
Доказать: ∆АМD и  ∆МСD – прямоугольные
Доказательство:
МВ – перпендикуляр к плоскости АВС. МА – наклонная, ВА - ее проекция. Проекция ВА перпендикулярна прямой АD из плоскости АВС. Значит, и наклонная МА перпендикулярна DА (по теореме о трех перпендикулярах). Таким образом, треугольник АМD - прямоугольный, так как угол МАD - прямой.
Аналогично, МС – наклонная, ВС - проекция наклонной МС на плоскость АВС. Проекция ВС перпендикулярна СD, значит, и наклонная МС перпендикулярна СD(по теореме о трех перпендикулярах). Угол МСD прямой, треугольник МСD прямоугольный.
2) Дано:
АВСD – прямоугольник, МD ⊥ АВС
СD = 3 см, АD = 4 см, МВ = 5 см.
Найти: ∠(DМ; АВС).
Решение:
Угол между прямой и плоскостью - это угол между прямой и ее проекцией на плоскость. DМ - наклонная, DВ ее проекция на плоскость АВС, следовательно, нам нужно найти угол МDВ. Обозначим его за φ.
Рассмотрим прямоугольный треугольник ВАD. АВ = СD = 3 см (как противоположные стороны прямоугольника). Найдем ВD по теореме Пифагора.
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83218/00998d30_34ee_0131_e28c_22000aa81b95.png]
Рассмотрим прямоугольный треугольник МВD. Найдем угол ВDМ.
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83219/01461cf0_34ee_0131_e28d_22000aa81b95.png]
Угол φ – острый, значит, [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83220/01d0cf20_34ee_0131_e28e_22000aa81b95.png] 
Ответ: [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/83221/02928460_34ee_0131_e28f_22000aa81b95.png] 

ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ
Задание1: Переписать определения и теорему с доказательством в тетрадь
Задание2: Разобрать решенные задачи
Задание3:Прорешать задачи
1)Прямая a пересекает плоскость β в точке C и образует с плоскостью угол 60°.
P∈a, точка R — проекция точки P на плоскость β. PC=10 см. Найди RC.
2) К плоскости α проведена наклонная, длина которой равна 25 см, проекция наклонной равна 7 см. На каком расстоянии от плоскости находится точка, из которой проведена наклонная?
3) К плоскости α проведена наклонная AB (A∈α). Длина наклонной равна 22 см, наклонная с плоскостью образует угол 45°. Вычисли, на каком расстоянии от плоскости находится точка B. 
4
[image: eksamen 11.JPG]
Наклонная AD с плоскостью α образует угол 300, а наклонная DC с плоскостью α образует угол 450.
Длина перпендикуляра DB равна 24 см.
Вычисли длины обеих наклонных.
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