Числовая последовательность.
Как найти предел последовательности?
На данном уроке мы узнаем много интересного про числовые последовательности. Рассматриваемая тема относится не только к курсу математического анализа, но и затрагивает основы дискретной математики. 
Понятие числовой последовательности
Сначала задумаемся над самим словом: а что такое последовательность? Последовательность – это когда что-то расположено за чем-то. Например, последовательность действий, последовательность времён года. Или когда кто-то расположен за кем-то. Например, последовательность людей в очереди, последовательность слонов на тропе к водопою.
Немедленно проясним характерные признаки последовательности. Во-первых, члены последовательности располагаются строго в определённом порядке. Так, если  двух человек в очереди поменять местами, то это уже будет другая последовательность. Во-вторых, каждому члену последовательности можно присвоить порядковый номер:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image002.gif]
С числами всё аналогично. Пусть каждому натуральному значению [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image004.gif] по некоторому правилу поставлено в соответствие действительное число [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image006.gif]. Тогда говорят, что задана числовая последовательность [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image008.gif].
Да, в математических задачах в отличие от жизненных ситуаций последовательность почти всегда содержит бесконечно много чисел.
При этом:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image010.gif] называют первым членом последовательности;
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image012.gif] – вторым членом последовательности;
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image014.gif] – третьим членом последовательности;
…
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image016.gif] – энным или общим членом последовательности;
…
На практике последовательность обычно задаётся формулой общего члена, например:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image018.gif] – последовательность положительных чётных чисел:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image020.gif]
Таким образом, запись [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image018_0000.gif] однозначно определяет все члены последовательности – это и есть то правило (формула), по которому натуральным значениям [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image002_0000.gif] в соответствие ставятся числа [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image008_0000.gif]. Поэтому последовательность часто коротко обозначают общим членом, причём вместо «икс» могут использоваться другие латинские буквы, например:
Последовательность положительных нечётных чисел [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image022.gif]:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image024.gif]
Ещё одна распространённая последовательность [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image026.gif]:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image028.gif]
Как, наверное, многие подметили, переменная «эн» играет роль своеобразного счётчика.
На самом деле с числовыми последовательностями мы имели дело ещё в средних классах школы. Вспомним арифметическую прогрессию. Определение переписывать не буду, коснёмся самой сути на конкретном примере. Пусть [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image030.gif] – первый член, а [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image032.gif] – шаг арифметической прогрессии. Тогда:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image034.gif] – второй член данной прогрессии;
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image036.gif] – третий член данной прогрессии;
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image038.gif] – четвертый;
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image040.gif] – пятый;
…
И, очевидно, энный член задаётся рекуррентной формулой [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image042.gif] 
Примечание: в рекуррентной формуле каждый следующий член выражается через предыдущий член или даже через целое множество предыдущих членов.
Полученная формула малопригодна на практике – чтобы добраться, скажем, до [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image044.gif], нужно перебрать все предыдущие члены. И в математике выведено более удобное выражение энного члена арифметической прогрессии: [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image046.gif]. В нашем случае:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image048.gif]
Подставьте в формулу [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image050.gif] натуральные номера [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image052.gif] и проверьте правильность построенной выше числовой последовательности.
Аналогичные выкладки можно провести для геометрической прогрессии, энный член которой задаётся формулой [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image054.gif], где [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image056.gif] – первый член [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image058.gif], а [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image060.gif] – знаменатель прогрессии [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image062.gif]. В заданиях по матану первый член частенько равен единице.
Примеры:
прогрессия [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image064.gif] задаёт последовательность [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image066.gif];
прогрессия [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image068.gif] задаёт последовательность [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image070.gif];
прогрессия [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image072.gif] задаёт последовательность [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image074.gif];
прогрессия [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image076.gif] задаёт последовательность [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image078.gif].
Надеюсь, все знают, что –1 в нечётной степени равно  –1, а в чётной – единице.
Прогрессию называют бесконечно убывающей, если [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image080.gif] (последние два случая).
Давайте добавим в свой список двух новых друзей, один из которых только что постучался в матрицу монитора:
Последовательность [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image082.gif] на математическом жаргоне называют «мигалкой»:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image084.gif]
Таким образом, члены последовательности могут повторяться. Так, в рассмотренном примере последовательность состоит из двух бесконечно чередующихся чисел.
А бывает ли так, что последовательность состоит из одинаковых чисел? Конечно. Например, [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image086.gif] задаёт бесконечное количество «троек». Для эстетов есть случай, когда в формуле всё же формально фигурирует «эн»: [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image088.gif]
Факториал: [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image090.gif] 
Всего лишь свёрнутая запись произведения:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image092.gif]
 Рекомендую осмыслить-запомнить и даже переписать в тетрадь. …
Разберёмся с последовательностью [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image094.gif].
Сначала подставим в энный член значение [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image096.gif] и внимательно проведём вычисления:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image098.gif]
Далее подставим в общий член [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image100.gif]:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image102.gif]
Потом подставим следующий номер [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image104.gif]:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image106.gif]
Четвёрку:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image108.gif]
Чего уж, теперь и отличную отметку не зазорно заработать:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image110.gif]
и так далее… пока разогреется самый последний чайник!
Понятие предела последовательности. Простейшие примеры
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image112.gif]:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image114.gif]
Что происходит, когда «эн» увеличивается до бесконечности? Очевидно, что члены последовательности будут бесконечно близко приближаться к нулю. Это и есть предел данной последовательности, который записывается следующим образом:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image116.gif]
Если предел последовательности равен нулю, то её называют бесконечно малой.
В теории математического анализа даётся строгое определение предела последовательности через так называемую эпсилон-окрестность. 
Изобразим на числовой прямой члены последовательности [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image112_0000.gif] и симметричную относительно нуля (предела) [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image118.gif]-окрестность:
[image: Предел последовательности]
Теперь зажмите синюю окрестность рёбрами ладоней и начинайте её уменьшать, стягивая к пределу (красной точке). Число [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image122.gif] является пределом последовательности, если ДЛЯ ЛЮБОЙ заранее выбранной [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image118_0000.gif]-окрестности  (сколь угодно малой) внутри неё окажется бесконечно много членов последовательности, а ВНЕ неё – лишь конечное число членов (либо вообще ни одного). То есть эпсилон-окрестность может быть микроскопической, да и того меньше, но «бесконечный хвост» последовательности рано или поздно обязан полностью зайти в данную окрестность.
Есть даже такая задача – доказать предел последовательности, пользуясь определением.
Последовательность [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image125.gif] тоже бесконечно мала: [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image127.gif] с той разницей, что её члены не прыгают туда-сюда, а подбираются к пределу исключительно справа.
Естественно, предел может быть равен и любому другому конечному числу, элементарный пример:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image129.gif]
Здесь дробь стремится к нулю, и соответственно, предел равен «двойке».
Если у последовательности [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image006_0000.gif] существует конечный предел [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image132.gif], то она называется сходящейся (в частности, бесконечно малой при [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image122_0000.gif]). В противном случае – расходящейся, при этом возможны два варианта: либо предела вовсе не существует, либо он бесконечен. В последнем случае последовательность называют бесконечно большой. Пронесёмся галопом по примерам первого параграфа:
Последовательности [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image135.gif] являются бесконечно большими, поскольку их члены уверенным ходом продвигаются к «плюс бесконечности»:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image137.gif]
Арифметическая прогрессия с первым членом [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image030_0000.gif] и шагом [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image032_0000.gif] тоже бесконечно великА:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image140.gif]
К слову, расходится и любая арифметическая прогрессия, за исключением случая с нулевым шагом – когда к конкретному числу [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image142.gif] бесконечно добавляется [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image144.gif]. Предел такой последовательности существует и совпадает с первым членом.
У последовательностей [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image146.gif] схожая судьба:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image148.gif]
Любая бесконечно убывающая геометрическая прогрессия, как ясно уже из названия, бесконечно малА
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image150.gif]
Если знаменатель геометрической прогрессии [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image152.gif], то последовательность бесконечно великА:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image154.gif]
Если же [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image156.gif], например, [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image158.gif], то предела [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image160.gif] вообще не существует, так как члены [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image070_0000.gif]без устали прыгают то к «плюс бесконечности», то к «минус бесконечности». А здравый смысл и теоремы матана подсказывают, что если что-то куда-то и стремится, то это заветное место единственно.
После небольшого разоблачения [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image162.gif] становится понятно, что в безудержных метаниях виновата «мигалка», которая, кстати, расходится и сама по себе.
Действительно, для последовательности [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image164.gif] легко подобрать [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image118_0001.gif]-окрестность, которая, скажем, зажимает только число –1. В результате бесконечное количество членов последовательности («плюс единиц») останутся вне данной окрестности. Но по определению, «бесконечный хвост» последовательности с определённого момента (натурального номера) должен полностью заходить в ЛЮБУЮ [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image118_0002.gif]-окрестность своего предела. Вывод: предела [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image166.gif] не существует.
Факториал [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image090_0000.gif] является бесконечно большой последовательностью:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image169.gif]

Как найти предел последовательности?
Пример 1
Найти предел последовательности
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image002_0002.gif]
Решение: нечто похожее на бесконечно убывающую геометрическую прогрессию, но она ли это? Для ясности распишем несколько первых членов:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image004_0000.gif]
Так как [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image006_0001.gif], то речь идёт о сумме членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии, которая рассчитывается по формуле [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image008_0001.gif]. 
Оформляем решение:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image010_0000.gif]
Используем формулу суммы бесконечно убывающей геометрической прогрессии: [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image008_0002.gif]. В данном случае: [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image013.gif] – первый член, [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image015.gif] – знаменатель прогрессии.
Главное, совладать с четырёхэтажностью дроби:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image017.gif]
Теорема: произведение ограниченной последовательности на бесконечно малую последовательность – есть бесконечно малая последовательность.

Пример 2: Найти предел последовательности
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image162_0000.gif]
Найдём предел последовательности:
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image164_0000.gif]
Используем формулу суммы [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image023_0000.gif] первых  членов арифметической прогрессии [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image025_0000.gif].
В данном случае [image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image167.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/k/predel_posledovatelnosti_clip_image169_0000.gif]
ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ:
[bookmark: _GoBack]1.Переписать данную тему/кратко/ с примерами в тетрадь.
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