Тема: Криволинейная трапеция и ее площадь
Определение. Криволинейной трапецией называют фигуру, ограниченную графиком неотрицательной и непрерывной на отрезке [image: image2.png][a; b]



функции f, ОХ и прямыми  х=а и х =b.
Теорема . Пусть f -непрерывная и неотрицательная на отрезке [image: image4.png][a; b]



 функция, а S - площадь соответствующей криволинейной трапеции . Tогда если F  есть первообразная для  f на интервале , содержащем отрезок  ,то S=F(b)-F(a). 
Формула Ньютона -Лейбница
1. Интегралом от а до b функции  f называют приращение первообразной F этой функции , т.е. F(b)-F(a).
2. Интеграл от а до b функции f обозначается так:[image: image6.png][ f
(x)dx



 , числа a и b 

называют пределами интегрирования , a- нижним, b- верхним пределом. Знак[image: image8.png]


 называют знаком интеграла, функцию f- подынтегральной функцией, х- переменной интегрирования.
3. [image: image10.png][ f
(x)dx
=F
(¢
b) —
F
(a
)



 -это равенство называют формулой Ньютона – Лейбница.

4. Формулу для вычисления площади криволинейной трапеции с помощью интеграла можно записать таким образом:

[image: image12.png]S= [ f(x)dx=F(b) — F(a)



 Формула верна для любой функции f , непрерывной на отрезке [image: image14.png][a; b]



.

Вычисление площадей с помощью интеграла
1. Пусть функция f  непрерывна и неотрицательна на отрезке [image: image16.png][a;b]



. Тогда площадь соответствующей криволинейной трапеции находится по формуле

[image: image17.png]b
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[image: image18.png]



2. В том случае, когда непрерывная функция  f(x) не положительна на отрезке [image: image20.png][a; b]



, для вычисления площади криволинейной трапеции следует использовать формулу S= [image: image22.png]i
(x)dx.




[image: image23.png]



3. Пусть функция f(x ) непрерывна на отрезке [image: image25.png][a; b]



и принимает на этом отрезке как положительные ,так и отрицательные значения. Тогда нужно разбит отрезок [image: image27.png][a; b]



на такие части, в каждой на которых функция не изменяет свой знак, затем вычислить по приведенным выше формулам соответствующие этим частям площади и эти площади сложить.

Например, площадь фигуры, изображенной на рисунке, находится по формуле 

[image: image28.png]S=— f:f(x)dx + ff(x)dx.




[image: image29.png]



4.  Площадь фигуры, ограниченной графиками двух непрерывных функций [image: image31.png]fi(x)



  и [image: image33.png]> (x)



 и двумя прямыми х=а и х=b, где [image: image35.png]fi(x) = £, (x)



 на отрезке [image: image37.png][a; b]



, находится по формуле [image: image39.png]S= [ fidx— [ f,(x)dx.




[image: image40.png]



Практическая часть.

Задачи с решениями

Задача 1.Найти все первообразные функции
а)[image: image42.png]f(x) =sin(3x + 2)



                              г)[image: image44.png]xtz

F)=es




б)  [image: image46.png]f(x) = (cos> —2)



                             д[image: image48.png])f ) =

P




в)[image: image50.png]


                              е)[image: image52.png]F(x) = ‘E +3cos(4x + 1)




ж)[image: image54.png]f(x) =sinxcosx




Пользуясь таблицей первообразных элементарных функций и свойствами первообразных решим :
а)  [image: image56.png]cos(3x+2)
By

F(x)

+C

—cos(Bx+2))+C =—




б)[image: image58.png]F(x) = ;sin(’;’— 2)=3sinG -2)+C




в) [image: image60.png]€% —2cos 2x+C




г) [image: image62.png]F(x) =

xtz

=3e: +C




д)  [image: image64.png]In|2x+| +C





е) [image: image66.png]FO) =3+ 2sin(ar + 1) = 25+ 2sin(4x + 1) +C




ж)[image: image68.png];. 1.
Zsmxcasx—;smzx




      [image: image70.png]F(x)
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Задача 2. Найти первообразную для функции  [image: image72.png]f(x)



)=[image: image74.png]


  график которой проходит через точку P(9; 1)

Решение: Представим [image: image76.png]


 в виде степени с рациональным показателем и воспользуемся формулой для первообразной степенной функции

[image: image78.png]G() =x/x+C



 Так как [image: image80.png]G(x) =1,



  то решим уравнение относительно С

[image: image82.png]1=2.9Y9+cC



,    [image: image84.png]



Ответ: [image: image86.png]x/x— 17




Задача 3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

[image: image88.png]


 , [image: image90.png]


 , [image: image92.png]



Решение:
[image: image93.png]



Вычислим абсциссы точек пересечения графиков этих функции

 [image: image95.png]


, [image: image97.png]


, [image: image99.png]2x =4



,[image: image101.png]


.

[image: image102.png]S, +S,




 [image: image104.png]S, =F,(2) —F,(0)



 , [image: image106.png]Fi(x) ==




 , [image: image108.png]o2
2




 ,

[image: image110.png]S, =F,(4) —F,(2)



  ,   [image: image112.png]F,(x) = —& ">’ —-1J@E—9 =i -xVE—s




[image: image114.png]


 

[image: image116.png]


 (кв.ед).

Ответ:[image: image118.png]


(кв.ед).
 Задача  4.( Физическая задача). Тело движется прямолинейно со скоростью, изменяющейся по закону [image: image120.png]


. Найти закон движения тела, если известно, что за первые две секунды оно прошло15м.

Решение. Множество всех первообразных функций [image: image122.png]v(t) = 2t



 , будет

[image: image124.png]s(t) =t2 +C



 , так как[image: image126.png]s'(t) = v(t)



. Согласно условию [image: image128.png]s(2)=22+C=15,




4+C=15, откуда С=11. Таким образом , искомый закон движения тела будет [image: image130.png]s() =t + 11




Вычисление площадей фигур с помощью интеграла.

Задача 1.Найти площадь фигуры, ограниченной осью ОХ и параболой [image: image132.png]



Решение. Находим пределы интегрирования : [image: image134.png]


 , [image: image136.png]


 тогда

[image: image137.png]



[image: image138.png]



[image: image140.png]


 (кв.ед)
Задача 2. Найти площадь фигуры, ограниченной прямыми [image: image142.png]


   [image: image144.png]


  осью[image: image146.png]0X



 и графиком функции  [image: image148.png]y = f(x)



.  

a=1, b=8  , [image: image150.png]f(x)



=[image: image152.png]


 .

Решение:  f(x)=[image: image154.png]


  , a=1 , b=8

[image: image155.png]



[image: image157.png]3 5 _ 1
—fa6-n-2-11




 

Задача 3. Вычислите площадь фигуры, ограниченной параболой [image: image159.png]v = 4x— x?



 и прямой, проходящей через точки (4;0) , (0;4) .

Решение: Запишем уравнение прямой, проходящей через точки (4;0) и (0;4).

Подставив в уравнение прямой [image: image161.png]y=ax+b



координаты заданных точек, получим систему уравнений 

[image: image163.png]


 , найдем [image: image165.png]—1,b=4





Следовательно, уравнение прямой имеет вид [image: image167.png]y=4—x



 .

Абсциссы общих точек прямой и параболы определим :

[image: image169.png]4x —x2 =4 —




 , [image: image171.png]—x245x—4=0



, 
[image: image173.png]



Искомую площадь вычислим как разность площадей криволинейной трапеции

[image: image175.png]AMBC



и треугольника [image: image177.png]ABC



.

[image: image178.png]



[image: image179.png]



[image: image180.png]4
Sampc = f (4x—x?)dx = (252 — =





Итак, площадь искомой фигуры [image: image182.png]



Задача 4.Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 

[image: image184.png]


 и касательными к этому графику, проходящими через начало координат. 
Карточки-инструкции.
Карточка 1 ( Нахождение общего вида первообразных).

Задание 1. Найдите общий вид первообразных функции 

[image: image185.png]1
f(x) = = +sinx
o




Инструкция по выполнению задания:

1.Выявите структуру правой части формулы, задающей функцию.

2.Примените известные правила нахождения первообразных в зависимости от выявленной структуры, используйте таблицу первообразных.

3. Запишите общий вид первообразных

Вариант объяснения решения:

1.Правая часть формулы, задающей функцию, представляет собой сумму двух функций: [image: image187.png](0 =



 и [image: image189.png]f,(x) =sinx



.

2. Для поиска первообразной нужно применять правило нахождения первообразной суммы двух функций, первообразную каждой из которых можно найти по известной таблице первообразных. Первообразная первой функции  [image: image191.png]


  первообразная второй функции[image: image193.png]



[image: image195.png]F,(x) = —cosx



, а первообразная суммы [image: image197.png]



3. Общий вид первообразных: [image: image199.png]



Задание 2 .(самостоятельная работа).

Найти общий вид первообразных функций:   

а) [image: image201.png]


.

б) [image: image203.png]+ cos x.




в) [image: image205.png]1
co0s2(x)

f)=—>+




Карточка 2 (Вычисление площади фигуры, ограниченной заданными функциями).

Задание1. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
 [image: image207.png]yv=x2+2,

y=6




Инструкции по выполнению задания: 

Схематично изобразите заданные линии на координатной  плоскости.

2. Выделите фигуру, ограниченную этими линиями.

3.Определите, является ли полученная фигура криволинейной трапеции или нет.

4. Если фигура является криволинейной трапецией, то подумайте, сумму или разности площадей каких криволинейных трапеций или других фигур нужно рассмотреть для получения ответа.

Вариант объяснения решения: 

На координатной плоскости схематично изобразим указанные линии: [image: image209.png]y=x2
x2+2, v=6




[image: image210.png]



Заштрихуем фигуру, ограниченную снизу графиком функции [image: image212.png]yv=x2+2,



 
 Сверху и прямой  [image: image214.png]


 Заштрихованная фигура не является криволинейной трапецией. Но ее площадь легко вычисляется как разности площадей: из площади прямоугольника [image: image216.png]ABCD



 нужно вычесть площадь криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком функции[image: image218.png]y=x2+2



.
Для вычисления указанных площадей найдем абсциссы точек[image: image220.png]


. Решим уравнение

 [image: image222.png]


.

Таким образом, [image: image224.png]Sigep =6+4=24



(кв.ед),

[image: image225.png]



 =[image: image227.png]—2:2)=2+4+2+4=-8+2-8+52-13! (.en)




[image: image228.png]12 )
S = Susco — Sipp. = 24— 135 = 102 (xB.ea.




ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ: 

Задание 1: Переписать конспект в рабочую тетрадь

Задание2: Выучить таблицу производных

Задание3. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

А)[image: image230.png]y=x2+1



, [image: image232.png]


. (Выполните задание самостоятельно).
Б) [image: image233.png]



3

