Формулы производной произведения и частного функции

Формула производной произведения функции имеет вид [image: image1.png]


.

Формула производной частного функции имеет вид [image: image2.png]u]‘ u'v—uy'




.

Однако было бы наивно надеяться, что на контрольной или экзамене Вам обязательно попадётся пример на нахождение производной такого частного:
[image: image3.png]


, где легко подставить простенькое выражение в формулу и выдать правильное решение.

В реальных задачах требуется найти производную таких произведений и частных, в которые вкрались тригонометрические выражения и логарифмы, не говоря уже о множителях (константах), и вообще о том, что может содержать произведение или частное функции. Поэтому примеры нахождения производной произведения и частного функций разберем последовательно.

Пример 1.Найти производную функции [image: image4.png]z =26
2ttg ¢



.

Решение. От нас требуется найти производную произведения функций. Прежде всего вынесем множитель 2 за знак производной: [image: image5.png]2t*g )



.

Теперь применяем формулу дифференцирования произведения:
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Приводим слагаемые в скобках к общему знаменателю:
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В числителе первого слагаемого можно заметить знакомое выражение двойного угла: [image: image8.png]2sinte cost




Существует также известное тождество: [image: image9.png]Zsincecosa=sin 2a




.

Подставляем его в наш промежуточный результат и получаем:
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.

Производная данного произведения найдена.

Найдите производную произведения функций самостоятельно, а затем посмотрите решение

Пример 2.Найти производную функции [image: image11.png]y=x'sinx



.

Пример 3.Найти производную функции [image: image12.png]y=+fxsinxcos x



.

Посмотреть правильные решения примеров 2, 3.
 Пример 2. Найти производную функции [image: image13.png]y=x'sinx



.

Решение. От нас требуется найти производную произведения функций. Просто дифференцируем по формуле произведения:

[image: image14.png]=()'sin 142" (sinx)
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Пример 3.Найти производную функции [image: image15.png]y=+fxsinxcos x



.

Решение. Это задача немного сложнее, так как данная функция представляет собой произведение трёх функций. Но подход аналогичный, просто формула чуть длиннее. Дифференцируем и получаем:
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Производная суммы частных

Пример 4.Найти производную функции [image: image17.png]x
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Решение. Перед нами сумма частных. Следовательно, каждое слагаемое будет дифференцировано как частное. Применяем правило дифференцирования частного, не забывая, чему равны производные числа(константы) и самой переменной x:
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Пример 5.Найти производную функции [image: image19.png]1+lnx




Шаг 1. Применим правило дифференцирования частного:
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Шаг 2. Находим производную произведения в числителе:
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Шаг 3. Находим производную суммы:
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Шаг 4. Находим производную функции:

[image: image23.png]o ofsin x-+cos x) e (1+1n x)

(1+1a x)’




Чтобы избавиться от дроби в числителе, умножаем числитель и знаменатель на x:
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Найдите производную частного функций самостоятельно, а затем посмотрите решение

Пример 6.Найти производную функции[image: image25.png]cosx



.

Пример 7.Найти производную функции [image: image26.png]


.

Посмотреть правильные решения примеров 6, 7.
 Пример 6.Найти производную функции [image: image27.png]cosx



.

Решение. От нас требуется найти производную частного функций. Просто дифференцируем по формуле частного:
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Пример 7.Найти производную функции [image: image29.png]


.

Решение. Задача имеет некоторую особенность: в знаменателе - константа. В этом случае можно сократить вычисления и оставить константу в знаменателе производной, а в числитель поставить производную числителя исходной функции:

[image: image30.png]



Разумеется, то же решение получилось бы и с использованием обычной формулы частного.

Продолжаем решать задачи вместе

Пример 8.Найти производную функции [image: image31.png]



Шаг 1. Применим правило дифференцирования произведения:

[image: image32.png]



Шаг 2. Найдём производную частного, помня, что производная константы равна нулю, а корень из константы является также константой:
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Шаг 3. Находим производную арктангенса (формула 12 в таблице производных):

[image: image34.png](arctg x)'= —




Искомая производная:

[image: image35.png]ar cty X+27Xl
R T A

RPN L 2
2 Vae(1+2)




Пример 9.Найти производную функции [image: image36.png]



Шаг 1. Применим правило дифференцирования частного:
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Шаг 2. Дифференцируем по правилам для произведения и показательной функции (формула 17 в таблице производных):
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Чтобы избавиться от дроби в числителе, умножаем числитель и знаменатель на [image: image39.png]


:
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При нахождении производной суммы дробей со степенями и корнями во избежание распространённых ошибок следует обращать внимание на следующие моменты:

· применяя формулу дифференцирования произведения и частного, чётко определять разницу между константой, производная которой равна нулю, и постоянным множителем, который просто выносится за знак производной;

· необходимо уверенно пользоваться знаниями из школьного курса по действиям со степенями и корнями, например, что происходит с показателями степени, когда умножаются степени с одинаковыми основаниями;

· что происходит со знаками, когда у производной слагаемого знак противоположен знаку самого слагаемого.

Пример 1. Найти производную функции [image: image41.png]y=3x3 —x+2x



.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image42.png]


.

Находим производную второго слагаемого:

[image: image43.png]


.

Находим производную третьего слагаемого:

[image: image44.png]


.

Здесь двойка перед иксом - постоянный множитель, поэтому его просто вынесли за знак производной.

Собираем всё вместе:

[image: image45.png]


.

Если требуется в окончательном решении получить выражение с корнями, то преобразуем степени в корни и получаем искомую производную:

[image: image46.png]


.

Пример 2. Найти производную функции [image: image47.png]


.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image48.png](2]



.

Здесь первая двойка в числителе промежуточного выражения была константой, её производная равна нулю.

Находим производную второго слагаемого:

[image: image49.png]



Находим производную третьего слагаемого:

[image: image50.png]



Здесь применяли знания из школьного курса о действиях с дробями, их преобразовании и сокращении.

Собираем всё вместе, обращая внимание на то, что знаки производных первого и третьего слагаемых противоположны знакам слагаемых в исходном выражении:

[image: image51.png]


.

Пример 3. Найти производную функции [image: image52.png]K
s




.

Решение. Находим производную первого слагаемого:
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Здесь потребовались навыки в действиях с дробями.

Находим производную второго слагаемого:

[image: image54.png]



Производная третьего слагаемого - константы 1/2 - равна нулю (бывает, что студенты упорно пытаются найти отличную от нуля производную константы).

Собираем всё вместе, обращая внимание на то, что знак производной второго слагаемого противоположен знаку слагаемого в исходном выражении:

[image: image55.png]



Пример 4. Найти производную функции [image: image56.png]


.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image57.png]



Находим производную второго слагаемого:

[image: image58.png]9x*





Находим производную третьего слагаемого:

[image: image59.png]162





Собираем всё вместе, обращая внимание на то, что знаки производных второго и третьего слагаемых - минусы:

[image: image60.png]


.

Пример 5. Найти производную функции [image: image61.png]\Fnﬁnx
z



.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image62.png]



Находим производную второго слагаемого:

[image: image63.png]



Находим производную третьего слагаемого:

[image: image64.png]



Собираем всё вместе, обращая внимание на то, что знак производной второго слагаемого - минус:

[image: image65.png]


.

Производные простых тригонометрических функций

Для нахождения производной тригонометрической функции нужно пользоваться таблицей производных, а именно производными 6-13.

При нахождении производных простых тригонометрических функций во избежание распространённых ошибок следует обращать внимание на следующие моменты:

· в выражении функции часто одно из слагаемых представляет собой синус, косинус или другую тригонометрическую функцию не от аргумента функции, а от числа (константы), поэтому производная этого слагаемого равна нулю;

· почти всегда нужно упростить выражение, полученное в результате дифференцирования, а для этого нужно уверенно пользоваться знаниями по действиям с дробями;

· для упрощения выражения почти всегда нужно знать тригонометрические тождества, например, формулу двойного угла и формулу единицы как сумму квадратов синуса и косинуса.

Пример 1. Найти производную функции [image: image66.png]12
y=sin—-cosx



.

Решение. Допустим, с производной косинуса всё понятно, скажут многие, начинающие изучать производные. А как быть с производной синуса двенадцати, делённых на пи? Ответ: считать равной нулю! Здесь синус (функция всё-таки!) - ловушка, потому что аргумент - не переменная икс или любая другая переменная, а просто число. То есть, синус этого числа - тоже число. А производная числа (константы), как мы знаем из таблицы производных, равна нулю. Итак, оставляем только минус синус икса и находим его производную, не забывая про знак:

[image: image67.png](cosx)'=sinx



.

Ответ:

[image: image68.png]


.

Пример 2. Найти производную функции [image: image69.png]sin x
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Решение. Второе слагаемое - тот же случай, что и первое слагаемое в предыдущем примере. То есть, число, а производная числа равна нулю. Находим производную второго слагаемого как производную частного:

[image: image70.png]



Ответ:

[image: image71.png]



Пример 3. Найти производную функции [image: image72.png]2 arcsin




.

Решение. Это уже другая задача: здесь в первом слагаемом нет ни арксинуса, ни другой тригонометрической функции, но есть икс, а значит, это функция от икса. Следовательно, дифференцируем её как слагаемое в сумме функций:
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Здесь потребовались навыки в действиях с дробями, а именно - в ликвидации трёхэтажности дроби.

Пример 4. Найти производную функции [image: image74.png]sin @+ 2cos @)



.

Решение. Здесь буква "фи" играет ту же роль, что "икс" в предыдущих случаях (и в большинстве других, но не во всех) - независимой переменной. Поэтому, когда будем искать производную произведения функций, не будем спешить объявлять равной нулю производную корня от "фи". Итак:
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Но на этом решение не заканчивается. Так как в двух скобках собраны подобные члены, от нас ещё требуется преобразовать (упростить) выражение. Поэтому умножаем скобки на вынесенные за них множители, а далее приводим слагаемые к общему знаменателю и выполняем другие элементарные преобразования:
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Пример 5. Найти производную функции [image: image77.png]


.

Решение. В этом примере от нас потребуется знание того факта, что существует такая тригонометрическая функция - секанс - и её формулы через косинус. Дифференцируем:
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Пример 6. Найти производную функции [image: image79.png]x
sin x+cosx



.

Решение. В этом примере от нас потребуется помнить формулу двойного угла. Но сначала дифференцируем:
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Далее применяем следующие тригонометрические тождества:

[image: image81.png]sin® x+cosix=1



,

[image: image82.png]Zsinxecosx=sin2x




 (это и есть формула двойного угла)

и получаем:

[image: image83.png]sin x+cos x+x(sin x—cos x)
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.

Пример 7. Найти производную функции [image: image84.png]cos T

1+4sinx



.

Решение. В этом примере от нас потребуется всего-то лишь умение сокращать дроби. И внимание - не забыть, что дробь нужно сократить. Это сделано на последнем шаге решения:
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В решении применено тригонометрическое тождество:

[image: image86.png]sin® x+cosix=1



.

ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ: 
I. Перепишите основные формулы в тетрадку и отработайте примеры

II. Решите следующие задания:

1. Найдите производные функций:

  а) g(x) =
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б) q(x) = 
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в) q(x) = 
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2. Найдите производную функции f  и вычислите её значение в указанной точке:

а) f(x) = x cosx, x = 
[image: image90.wmf]2

p

;  
б) f(x) = 2x sin x, x = 
[image: image91.wmf]2

p

;  
3. Найдите точки, в которых производная данной функции равна нулю:

а) f(x) =x4 -2 x2
б) f(x) = 
[image: image92.wmf]2

cosx + x
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