[bookmark: paragraph1][bookmark: _GoBack]Что нужно знать, чтобы найти неопределённый интеграл
Найти неопределённый интеграл (множество первообразных или "антипроизводных") означает восстановить функцию по известной производной этой функции. Восстановленное множество первообразных F(x) + С для функции f(x) учитывает константу интегрирования C. По скорости перемещения материальной точки (производной) может быть восстановлен закон движения этой точки (первообразная); по ускорению движения точки - её скорость и закон движения. Как видно, интегрирование - широкое поле для деятельности Шерлоков Холмсов от физики. Да и в экономике многие понятия представляются через функции и их производные и поэтому, например, можно по производительности труда в определённый момент времени (производной) восстановить объём продукции, выпущенный в соответствующее время.
Чтобы найти неопределённый интеграл, требуется довольно небольшое количество основных формул интегрирования. Но процесс его нахождения значительно труднее, чем одно лишь применение этих формул. Вся сложность относится не к интегрированию, а к приведению интегрируемого выражения к такому виду, который даёт возможность найти неопределённый интеграл по упомянутым выше основным формулам. Это означает, что для начала практики интегрирования нужно активизировать полученные в средней школе навыки преобразования выражений.
Учиться находить интегралы будем, пользуясь свойствами и таблицей неопределённых интегралов 
Свойства неопределённого интеграла
 Теорема 1. Производная неопределённого интеграла равна подынтегральной функции, а его дифференциал – подынтегральному выражению.

 Теорема 2. Неопределённый интеграл от дифференциала функции f(x) равен функции f(x) с точностью до постоянного слагаемого, т.е.
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image028.gif]                  (3)
Теоремы 1 и 2 показывают, что дифференцирование и интегрирование являются взаимно-обратными операциями.

Теорема 3. Постоянный множитель в подынтегральном выражении можно выносить за знак неопределённого интеграла, т.е.
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image030.gif]  (4)

Теорема 4. Неопределённый интеграл алгебраической суммы конечного числа функций равен алгебраической сумме неопределённых интегралов этих функций, т.е.
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/theor4.gif]  (5)

Таблица основных неопределённых интегралов
Пользуясь таблицей неопределённых интегралов, свойствами неопределённого интеграла и методами интегрирования, можно отыскать неопределённый интеграл любой функции.
Из определения неопределённого интеграла вытекают следующие формулы, которые в дальнейшем будем называть табличными интегралами:
(6) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int016.gif]
(7) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image034.gif]
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(9) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int018.gif]
(10) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image036.gif]
(11) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image038.gif]
(12) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image040.gif]
(13) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image042.gif]
(14) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image044.gif]
(15) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int019.gif]
(16) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int020.gif]
(17) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image046.gif]
(18) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image048.gif]
(19) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int021.gif]
(20) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int022.gif]
(21) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int023.gif]
(22) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int024.gif]
(23) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int025.gif]
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(25) [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int027.gif]
Кроме того, в интегрировании может пригодиться следующее правило: если выражение подынтегральной функции содержит постоянный множитель, то выражение первообразной помножается на число, обратное постоянному множителю, то есть
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int104.gif] (3)
Первая вещь, которой не следует удивляться при интегрировании. В таблице интегралов существуют формулы, которые не имеют аналогов среди формул таблицы производной.
 Это следующие формулы:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int024.gif]
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int026.gif]
Однако можно убедиться в том, что производные выражений, стоящих в правых частях этих формул, совпадают с соответствующими подынтегральными функциями.
Вторая вещь, которой не следует удивляться при интегрировании. Хотя производная любой элементарной функции представляет собой также элементарную функцию, неопределённые интегралы от некоторых элементарных функций уже не являются элементарными функциями. Примерами таких интегралов могут быть следующие:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int121.gif]
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int122.gif]
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int123.gif]
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int124.gif]
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int125.gif]
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int126.gif]
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Пример 1. Найти неопределённый интеграл [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int088.gif].
Решение. Видим в знаменателе подынтегрального выражения многочлен, в котором икс в квадрате. Это почти верный признак того, что можно применить табличный интеграл 21 (с арктангенсом в результате). Выносим из знаменателя множитель-двойку (есть такое свойство интеграла - постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, выше оно было упомянуто как теорема 3). Результат всего этого:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int089.gif].
Теперь в знаменателе сумма квадратов, а это значит, что можем применить упомянутый табличный интеграл. Окончательно получаем ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int090.gif].
Пример 2. Найти неопределённый интеграл [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int100.gif].
Решение. Вновь применяем теорему 3 - свойство интеграла, на основании которого постоянный множитель можно выносить за знак интеграла:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int101.gif].
Применяем формулу 7 из таблицы интегралов (переменная в степени) к подынтегральной функции:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int102.gif].
Сокращаем получившиеся дроби и перед нами конечный ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int103.gif].
Пример 3. Найти неопределённый интеграл [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image068.gif]
Решение. Применяя сначала теорему 4, а затем теорему 3 о свойствах, найдём данный интеграл как сумму трёх интегралов:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image070.gif]
Все три полученные интеграла – табличные. Используем формулу (7) из таблицы интегралов при n = 1/2, n = 2 и n = 1/5, и тогда
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image072.gif]
где
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image074.gif]
объединяет все три произвольные постоянные, которые были введены при нахождении трёх интегралов. Поэтому в аналогичных ситуациях следует вводить только одну произвольную постоянную (константу) интегрирования.
Пример 4. Найти неопределённый интеграл [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int091.gif].
Решение. Когда в знаменателе подынтегральной дроби - одночлен, можем почленно разделить числитель на знаменатель. Исходный интеграл превратился в сумму двух интегралов:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int092.gif].
Чтобы применить табличный интеграл, преобразуем корни в степени и вот уже окончательный ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int093.gif]
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Пример 7. Найти неопределённый интеграл
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image076.gif]
Решение. Если мы преобразуем подынтегральную функцию, возведя двучлен в квадрат и разделив почленно числитель на знаменатель, то исходный интеграл станет суммой трёх интегралов:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image078.gif]
(мы применили обе нужные нам на этом уроке теоремы о свойствах интеграла). Все полученные интегралы – табличные. Используем формулу (7) из таблицы интегралов при n = 2/3, n = 7/6, n = 5/3 и за последним знаком равенства - окончательное решение.
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image080.gif]
Пример 8. Найти неопределённый интеграл [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int094.gif].
Решение. В подынтегральном выражении нужно умножить многочлен на одночлен, тогда получим сумму двух интегралов:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int095.gif].
Применяем табличный интеграл, интегрируя степенные функции, и окончательный ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int096.gif].
Пример 9. Найти неопределённый интеграл [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int097.gif].
Решение. В подынтегральном выражении - многочлен в степени. Возведём его в степень и получим сумму интегралов, в которой постоянные множители вынесены за знаки интеграла:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int098.gif]
Интегрируем каждое слагаемое и перед нами - окончательный ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int099.gif]
Пример 10. Найти неопределённый интеграл [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image082.gif]
Решение. Представим числитель подынтегральной функции, равный 1, в виде
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image084.gif]
Тогда
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image086.gif]

Оба интеграла – табличные. Используя формулы (17) и (18) из таблицы интегралов, получим
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image088.gif]
Метод замены переменной в неопределённом интеграле
Суть метода замены переменной
Во многих случаях подынтегральное выражение не позволяет сразу же найти интеграл по таблице. Тогда введение новой переменной интегрирования помогает свести нахождение данного интеграла к нахождению табличного интеграла. Такой метод называется методом подстановки или методом замены переменной.
Вводится новая переменная, назовём её t. Например,
· в интеграле [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int042.gif] можем ввести новую переменную [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int127.gif];
· в интеграле [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int001.gif] можем ввести новую переменную [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int128.gif];
· в интеграле [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int028.gif] можем ввести новую переменную [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int029.gif].
Далее dx определеяем как дифференциал по переменной t. После этого интеграл можно найти по таблице интегралов. Заменив обратно t на функцию от x, находим данный интеграл окончательно.
Прежде чем перейти к подробным решениям примеров, следует привести теорему, в которой обобщаются перечисленные выше действия.
Теорема.  Пусть функция [image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image090.gif]определена и дифференцируема на некотором промежутке Т и пусть Х – множество значений этой функции, на котором определена функция f(x). Тогда, если на множестве Х функция f(x) имеет первообразную, то на множестве Т справедлива формула
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image092.gif]                        (1)
Формула (1) называется формулой замены переменной в неопределённом интеграле.
Метод замены переменной обычно применяется, когда подынтегральное выражение представляет собой независимую переменную, умноженную на многочлен от этой переменной, или на тригонометрическую функцию от этой переменной или на степенную функцию (в том числе корень) от этой переменной.
Применяем замену переменной вместе
Пример 1.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image094.gif]
Решение. Производим замену x − 1 = t; тогда x = t + 1. Отсюда dx = dt. По формуле (1)
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image096.gif]
Возвращаясь к переменной x, окончательно получаем
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/integral1_clip_image098.gif]
Замечание. При замене переменной в неопределённом интеграле иногда более удобно задавать не х как функцию t, а, наоборот, задавать t как функцию от x.
Пример 2.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int042.gif].
Решение. Положим [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int043.gif]. Отсюда
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int044.gif].
По формуле (1)
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int045.gif].
Возвращаясь к переменной x, окончательно получаем
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int046.gif]
Если трудно уследить, куда в процессе решения примера 2 делись [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int047.gif] и [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int048.gif], это признак того, что нужно повторить действия со степенями из элементарной (школьной) математики.
Пример 3.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int001.gif].
Решение. Положим [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int002.gif], откуда [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int003.gif] и [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int004.gif].
Тогда [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int005.gif], в свою очередь [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int006.gif].
Заменяем переменную и получаем:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int007.gif],
где степени при t складываются. Продолжаем преобразования и получаем:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int008.gif]
Приводим дроби к общему знаменателю и возвращаемся к переменной x. Решаем и получаем ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int009.gif]
Пример 7.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int028.gif].
Решение. Положим [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int029.gif], откуда [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int030.gif], [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int031.gif], [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int032.gif].
Тогда
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int033.gif]
(не забываем о правиле дифференцирования сложной функции).
Заменяем переменную и получаем:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int034.gif].
Возвращаясь к переменной х, получаем ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int035.gif].
Пример 8.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int036.gif].
Решение. Положим [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int037.gif], откуда [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int038.gif], [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int039.gif].
Заменяем переменную и получаем:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int040.gif]
Подставляя вместо t его выражение через x получаем ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int041.gif]
Пример 9.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int049.gif].
Решение. Положим [image: https://function-x.ru/chapter8-1/int050.gif], тогда
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int051.gif].
Заменяем переменную и получаем:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int052.gif]
Решение с переменной t получено с использованием формулы 21 из таблицы интегралов.
Подставляя вместо t его выражение через x получаем ответ:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int053.gif].
ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ:
I. Перепишите основные формулы в тетрадку и отработайте примеры
II. Решите следующие задания:
Пример 1. Найти неопределённый интеграл
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int105.gif].
Пример 2. Найти неопределённый интеграл
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int106.gif].
Пример 3.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int109.gif].
Пример 4.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int113.gif].
Пример 5.  Найти неопределённый интеграл методом замены переменной:
[image: https://function-x.ru/chapter8-1/int117.gif].
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Ребята указывайте, пожалуйста, дату за которую выполняет Д/З, как в тетради, так и в письме, а то очень неудобно проверять. Спасибо
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