Частные производные функции двух переменных.
Понятие и примеры решений
На данном уроке мы продолжим знакомство с функцией двух переменных и рассмотрим, пожалуй, самое распространенное тематическое задание – нахождение частных производных первого и второго порядка, а также полного дифференциала функции. 
Для эффективного изучения нижеизложенного материала вам необходимо уметь более или менее уверенно находить «обычные» производные функции одной переменной. Также нам потребуется таблица производных элементарных функций и правил дифференцирования, удобнее всего, если она будет под рукой в распечатанном виде.
Быстренько повторим понятие функции двух переменных, я постараюсь ограничиться самым минимумом. Функция двух переменных обычно записывается как [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image002.gif], при этом переменные [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image004.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006.gif] называются независимыми переменными или аргументами.
Пример: [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image008.gif] – функция двух переменных.
Иногда используют запись [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image010.gif]. Также встречаются задания, где вместо буквы [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image012.gif] используется буква [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image014.gif].
С геометрической точки зрения функция двух переменных [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image002_0000.gif] чаще всего представляет собой поверхность трехмерного пространства (плоскость, цилиндр, шар, параболоид, гиперболоид и т. д.). 
Переходим к вопросу нахождения частных производных первого и второго порядков.
 Частные производные – это почти то же самое, что и «обычные» производные функции одной переменной.
Для частных производных справедливы все правила дифференцирования и таблица производных элементарных функций. Есть только пара небольших отличий, с которыми мы познакомимся прямо сейчас:
Пример 1
Найти частные производные первого и второго порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image020.gif]
Сначала найдем частные производные первого порядка. Их две.
Обозначения:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image022.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image024.gif] – частная производная по «икс»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image026.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image028.gif] – частная производная по «игрек»
Начнем с [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image022_0000.gif]. Когда мы находим частную производную по «икс», то переменная [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0000.gif]считается константой (постоянным числом).
Решаем:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image031.gif]
Комментарии к выполненным действиям:
(1) Первое, что мы делаем при нахождении частной производной – заключаем всю функцию в скобки под штрих с подстрочным индексом.
Внимание, важно! Подстрочные индексы НЕ ТЕРЯЕМ по ходу решения. В данном случае, если вы где-нибудь нарисуете «штрих» без [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image033.gif], то это будет уже минус балл.
 (2) Используем правила дифференцирования [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image037.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image039.gif]. Для простого примера, как этот, оба правила вполне можно применить на одном шаге. Обратите внимание на первое слагаемое: так как [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0001.gif] считается константой, а любую константу можно вынести за знак производной, то [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image041.gif] мы выносим за скобки. То есть в данной ситуации[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image041_0000.gif] ничем не лучше обычного числа. Теперь посмотрим на третье слагаемое [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image043.gif]: здесь, наоборот, выносить нечего. Так как [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0002.gif] константа, то [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image043_0000.gif] – тоже константа, и в этом смысле она ничем не лучше последнего слагаемого – «семерки».
(3) Используем табличные производные [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image045.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image047.gif].
(4) Упрощаем, или, как я люблю говорить, «причесываем» ответ.
Теперь [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image026_0000.gif]. Когда мы находим частную производную по «игрек», то переменная [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image004_0000.gif] считается константой (постоянным числом).
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image051.gif]
(1) Используем те же правила дифференцирования [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image037_0000.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image039_0000.gif]. В первом слагаемом выносим константу [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image053.gif] за знак производной, во втором слагаемом ничего вынести нельзя поскольку [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image055.gif] – уже константа.
(2) Используем таблицу производных элементарных функций. Мысленно поменяем в таблице все «иксы» на «игреки». То есть данная таблица рАвно справедлива и для[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0003.gif] (да и вообще почти для любой буквы). В частности, используемые нами формулы выглядят так: [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image045_0000.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image058.gif].
Систематизируем элементарные прикладные правила:
1) Когда мы дифференцируем по [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image004_0001.gif], то переменная [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0004.gif] считается константой.
2) Когда же дифференцирование осуществляется по [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0004.gif], то константой считается [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image004_0001.gif].
3) Правила и таблица производных элементарных функций справедливы и применимы для любой переменной ([image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image004_0002.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0005.gif] либо какой-нибудь другой), по которой ведется дифференцирование.
Шаг второй. Находим частные производные второго порядка. Их четыре.
Обозначения:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image063.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image065.gif] – вторая производная по «икс»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image067.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image069.gif] – вторая производная по «игрек»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image071.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image073.gif] – смешанная производная «икс по игрек»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image075.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image077.gif] – смешанная производная «игрек по икс»
Со второй производной нет никаких проблем. Говоря простым языком, вторая производная – это производная от первой производной.
Для удобства я перепишу уже найденные частные производные первого порядка:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image079.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image081.gif]
Сначала найдем смешанные производные:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image083.gif]
Как видите, всё просто: берем частную производную [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image022_0002.gif] и дифференцируем ее еще раз, но в данном случае – уже по «игрек».
Аналогично:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image086.gif]
В практических примерах можно ориентироваться на следующее равенство:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image088.gif]
Таким образом, через смешанные производные второго порядка очень удобно проверить, а правильно ли мы нашли частные производные первого порядка.
Находим вторую производную по «икс».
Никаких изобретений, берем [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image079_0000.gif] и дифференцируем её по «икс» еще раз:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image091.gif]
Аналогично:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image093.gif]
Следует отметить, что при нахождении [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image063_0000.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image067_0000.gif] нужно проявить повышенное внимание, так как никаких чудесных равенств для их проверки не существует.
Вторые производные также находят широкое практическое применение, в частности, они используются в задаче отыскания экстремумов функции двух переменных. Но всему своё время:

Пример 3
Найти частные производные первого порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image099.gif]. Проверить, что [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image088_0000.gif]. Записать полный дифференциал первого порядка [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image101.gif].
Решение: Находим частные производные первого порядка:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image103.gif]
Обратите внимание на подстрочный индекс: [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image105.gif], рядом с «иксом» не возбраняется в скобках записывать, что [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0006.gif] – константа. Данная пометка может быть очень полезна для начинающих, чтобы легче было ориентироваться в решении.
Дальнейшие комментарии:
(1) Выносим все константы за знак производной. В данном случае [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0007.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image109.gif], а, значит, и их произведение [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image111.gif] считается постоянным числом.
(2) Не забываем, как правильно дифференцировать корни.
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image113.gif]
(1) Выносим все константы за знак производной, в данной случае константой является [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image115.gif].
(2) Под штрихом у нас осталось произведение двух функций, следовательно, нужно использовать правило дифференцирования произведения [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image117.gif].
(3) Не забываем, что [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image109_0000.gif] – это сложная функция (хотя и простейшая из сложных). Используем соответствующее правило: [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image120.gif].
Теперь находим смешанные производные второго порядка:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image122.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image124.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image088_0001.gif], значит, все вычисления выполнены верно.
Запишем полный дифференциал [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image101_0000.gif]. В контексте рассматриваемого задания не имеет смысла рассказывать, что такое полный дифференциал функции двух переменных. Важно, что этот самый дифференциал очень часто требуется записать в практических задачах.
Полный дифференциал первого порядка функции двух переменных имеет вид:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image126.gif]
В данном случае:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image128.gif]
То есть, в формулу нужно тупо просто подставить уже найденные частные производные первого порядка. Значки дифференциалов [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image130.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image132.gif] в этой и похожих ситуациях по возможности лучше записывать в числителях:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image134.gif]
Полный дифференциал второго порядка.
Он выглядит так:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image400.gif]
ВНИМАТЕЛЬНО найдём «однобуквенные» производные 2-го порядка:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image401.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image402.gif]
и запишем «монстра», аккуратно «прикрепив» квадраты [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image403.gif], произведение [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image404.gif] и не забыв удвоить смешанную производную:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image405.gif]
Ничего страшного, если что-то показалось трудным, к производным всегда можно вернуться позже, после того, как поднимите технику дифференцирования:
Пример 2
Вычислить частные производные первого порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image097.gif] в точке [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image510.gif]. Найти производные второго порядка.
Решение: [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image175.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image177.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image511.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image512.gif],
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image179.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image181.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image183.gif].
Пример 4
Найти частные производные первого порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image136.gif]. Проверить, что [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image088_0002.gif]. Записать полный дифференциал первого порядка [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image101_0001.gif].
Это пример для самостоятельного решения. 
Рассмотрим серию примеров со сложными функциями:
Пример 5
Найти частные производные первого порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image138.gif].
Записать полный дифференциал [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image101_0002.gif].
Решение:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image140.gif]
(1) Применяем правило дифференцирования сложной функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image120_0000.gif]. С урока Производная сложной функции следует помнить очень важный момент: когда мы по таблице превращаем синус (внешнюю функцию) в косинус, то вложение [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image142.gif] (внутренняя функция) у нас не меняется.
(2) Здесь используем свойство корней: [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image144.gif], выносим константу [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image146.gif] за знак производной, а корень [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image148.gif] представляем в нужном для дифференцирования виде.
Аналогично:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image150.gif]
Запишем полный дифференциал первого порядка:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image152.gif]
Пример 6
Найти частные производные первого порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image154.gif].
Записать полный дифференциал [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image101_0003.gif].
Это пример для самостоятельного решения 
Довольно часто все вышерассмотренные правила применяются в комбинации.
Пример 7
Найти частные производные первого порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image156.gif].
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image158.gif]
(1) Используем правило дифференцирования суммы
(2) Первое слагаемое  в данном случае считается константой, поскольку в выражении [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image160.gif] нет ничего, зависящего от «икс» – только «игреки». Знаете, всегда приятно, когда дробь удается превратить в ноль). Для второго слагаемого применяем правило дифференцирования произведения. Кстати, в этом смысле ничего бы не изменилось, если бы вместо [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image162.gif] была дана функция  [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image164.gif] – важно, что здесь произведение двух функций, КАЖДАЯ из которых зависит от «икс», а поэтому, нужно использовать правило дифференцирования произведения. Для третьего слагаемого применяем правило дифференцирования сложной функции.
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image166.gif]
(1) В первом слагаемом и в числителе и в знаменателе содержится «игрек», следовательно, нужно использовать правило дифференцирования частного: [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image168.gif].  Второе слагаемое зависит ТОЛЬКО от «икс», значит, [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image162_0000.gif] считается константой и превращается в ноль. Для третьего слагаемого используем правило дифференцирования сложной функции.
Для тех студентов, которые мужественно добрались почти до конца урока, расскажу анекдот для разрядки:
Однажды в пространстве функций появилась злобная производная и как пошла всех дифференцировать. Все функции разбегаются кто куда, никому не хочется превращаться! И только одна функция никуда не убегает. Подходит к ней производная и спрашивает:
– А почему это ты от меня никуда не убегаешь?
– Ха. А мне всё равно, ведь я «е в степени икс», и ты со мной ничего не сделаешь!
На что злобная производная с коварной улыбкой отвечает:
– Вот здесь ты ошибаешься, я тебя продифференцирую по «игрек», так что быть тебе нулем.
Кто понял анекдот, тот освоил производные, минимум, на «тройку»).
Пример 8
Найти частные производные первого порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image171.gif].
Это пример для самостоятельного решения. 
Пример 9
Дана функция двух переменных [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image173.gif]. Найти все частные производные первого и второго порядков.
Это пример для самостоятельного решения. 
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