Тригонометрические уравнения.
Теоретическое обоснование.
      Простейшими тригонометрическими уравнениями называют уравнения вида:
	sin x = a , 
	cos x = a , 
	tg x = a , 
	ctg x = a , 


где a  – произвольное число.
	
	Решение уравнения   
sin x = a

	Решение уравнения   
  cos x = a


	Обычная форма 
записи решения
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]


	Более удобная форма
записи решения
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	Ограничения 
на число a 
	В случае, когда [image: Простейшие тригонометрические уравнения],
уравнение решений не имеет
	В случае, когда [image: Простейшие тригонометрические уравнения],
уравнение решений не имеет

	      Графическое обоснование решения уравнения 

	[image: Обратные тригонометрические функции арксинус арккосинус арктангенс арккотангенс]
	[image: Обратные тригонометрические функции арксинус арккосинус арктангенс арккотангенс]

	Частные случаи решения уравнений  
		Уравнение
	Решение

	sin x = –1 
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	sin x = 0 
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	sin x = 1
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]



		Уравнение
	Решение

	cos x = – 1
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	cos x = 0 
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	cos x = 1
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]




	
	Решение уравнения   tg x = a

	Решение уравнения   ctg x = a


	Обычная форма 
записи решения
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	Более удобная форма
записи решения
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	Ограничения 
на число a 
	Ограничений нет
	Ограничений нет

	      Графическое обоснование решения уравнения 

	[image: Обратные тригонометрические функции арксинус арккосинус арктангенс арккотангенс]
	[image: Обратные тригонометрические функции арксинус арккосинус арктангенс арккотангенс]

	Частные случаи решения уравнений  
		равнение
	Решение

	tg x = – 1
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	tg x = 0 
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	tg x = 1
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]



		Уравнение
	Решение

	ctg x = – 1
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	ctg x = 0 
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]

	ctg x = 1
	[image: Простейшие тригонометрические уравнения]





[bookmark: eq2][bookmark: eq3] Решение типовых задач
1.Графическое решение тригонометрических уравнений
[bookmark: eq4]Пример 1. Решить уравнение [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42979/b3c77c70_f6f0_0130_200c_22000a1c9e18.png]
Решение: Решить уравнение – это найти множество всех значений [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42980/b471e460_f6f0_0130_200d_22000a1c9e18.png] при каждом из которых [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42979/b3c77c70_f6f0_0130_200c_22000a1c9e18.png] Это уравнение имеет решение, т.к. число [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42981/b51fd0f0_f6f0_0130_200e_22000a1c9e18.png] входит в множество значений синуса. На линии синусов отметим [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42982/b5cc8960_f6f0_0130_200f_22000a1c9e18.png] проведем перпендикуляр до пересечения с окружностью и получим точки [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42983/b66b9950_f6f0_0130_2010_22000a1c9e18.png] (рис. 1). Только эти две точки имеют ординату [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42984/b70ca230_f6f0_0130_2011_22000a1c9e18.png] 
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42985/b7cccee0_f6f0_0130_2012_22000a1c9e18.jpg]
Полученным точкам соответствуют множества действительных чисел [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42986/b88bc270_f6f0_0130_2013_22000a1c9e18.png] 
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42987/b9330d50_f6f0_0130_2014_22000a1c9e18.png]
Проиллюстрируем решение того же уравнения на графике.
Для того, чтобы решить уравнение [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42988/b9f8b400_f6f0_0130_2015_22000a1c9e18.png] необходимо построить графики функций [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42989/ba9c9880_f6f0_0130_2016_22000a1c9e18.png] и найти абсциссы точек их пересечения (рис. 2).
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42990/bb434a60_f6f0_0130_2017_22000a1c9e18.jpg]
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42991/bbeb72e0_f6f0_0130_2018_22000a1c9e18.png]
Ответ: [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42992/bc873390_f6f0_0130_2019_22000a1c9e18.png]
 Решение уравнения вида cosx=a
Пример 2. Решить уравнение [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42993/bd30a600_f6f0_0130_201a_22000a1c9e18.png]
Решение: Число [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42994/bdd0ed70_f6f0_0130_201b_22000a1c9e18.png] значит, уравнение имеет решения.
Требуется найти множество всех [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42980/b471e460_f6f0_0130_200d_22000a1c9e18.png] при каждом из которых [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42993/bd30a600_f6f0_0130_201a_22000a1c9e18.png]
Отметим на линии косинусов точку  [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42982/b5cc8960_f6f0_0130_200f_22000a1c9e18.png]  проведем перпендикуляр до пересечения с окружностью и получим две точки – [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42983/b66b9950_f6f0_0130_2010_22000a1c9e18.png] (рис. 3).
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42995/be789380_f6f0_0130_201c_22000a1c9e18.jpg]
Полученным точкам соответствуют множества действительных чисел [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42986/b88bc270_f6f0_0130_2013_22000a1c9e18.png] 
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42996/bf12a100_f6f0_0130_201d_22000a1c9e18.png]
Ответ: [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42997/bfa9eb20_f6f0_0130_201e_22000a1c9e18.png]
Проиллюстрируем решение на графике функции (рис. 4).
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42998/c0448b30_f6f0_0130_201f_22000a1c9e18.png]
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42999/c0f92050_f6f0_0130_2020_22000a1c9e18.jpg]
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43000/c1e6f150_f6f0_0130_2021_22000a1c9e18.png]
Ответ: [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43001/c2e848f0_f6f0_0130_2022_22000a1c9e18.png]
 Решение уравнения вида tgx=a
Пример 3. Решить уравнение [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43002/c3ae19b0_f6f0_0130_2023_22000a1c9e18.png]
Решение:На линии тангенсов отложим [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43003/c4502b10_f6f0_0130_2024_22000a1c9e18.png] Соединим эту точку с центром числовой окружности и получим две точки пересечения с окружностью – [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42983/b66b9950_f6f0_0130_2010_22000a1c9e18.png] (рис. 5).
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43004/c4f258d0_f6f0_0130_2025_22000a1c9e18.jpg]
Точке M соответствует множество чисел [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43005/c58e10e0_f6f0_0130_2026_22000a1c9e18.png] Точке [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43006/c6345ee0_f6f0_0130_2027_22000a1c9e18.png] соответствует множество чисел [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43007/c6ddaed0_f6f0_0130_2028_22000a1c9e18.png] Эти два  множества чисел можно записать в виде  [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43008/c776d8e0_f6f0_0130_2029_22000a1c9e18.png]
Проиллюстрируем решение на графике (рис. 6).
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43009/c81a7100_f6f0_0130_202a_22000a1c9e18.png]
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43010/c8cb1770_f6f0_0130_202b_22000a1c9e18.jpg]
Ответ: [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43008/c776d8e0_f6f0_0130_2029_22000a1c9e18.png]
Решение уравнения вида ctgx=a
Пример 4. Решить уравнение [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43011/c96983a0_f6f0_0130_202c_22000a1c9e18.png]
Решение:Отметим на линии котангенсов точку [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43012/ca09a550_f6f0_0130_202d_22000a1c9e18.png] Соединим её с началом координат и получим на окружности две точки – [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/42983/b66b9950_f6f0_0130_2010_22000a1c9e18.png] (рис. 7).
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43013/caa9b860_f6f0_0130_202e_22000a1c9e18.jpg][image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43014/cb4fe850_f6f0_0130_202f_22000a1c9e18.png]
Возможна и другая запись: [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43015/cc38ca90_f6f0_0130_2030_22000a1c9e18.png]
Проиллюстрируем решение на графике (рис. 8).
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43016/cce827c0_f6f0_0130_2031_22000a1c9e18.png]
[image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43017/cd9811c0_f6f0_0130_2032_22000a1c9e18.jpg]
Ответ: [image: http://d3mlntcv38ck9k.cloudfront.net/content/konspekt_image/43018/ce43ad20_f6f0_0130_2033_22000a1c9e18.png]
[bookmark: trig]

2.Основные методы решения /на этом уроке мы разберем первые 3 метода/
Любое тригонометрическое уравнение в процессе решения с помощью надлежащих преобразований должно быть приведено к простейшим. Наиболее часто при решении тригонометрических уравнений применяются следующие методы:
· разложение на множители;
· способ замены (сведение к алгебраическим уравнениям);
· сведение к уравнениям, однородным относительно [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon61_1.gif]и [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon62_1.gif]; 
· преобразование суммы тригонометрических функций в произведение;
· преобразование произведения тригонометрических функций в сумму;
· использование формул понижения степени;
· равенство одноименных тригонометрических функций;
· равенство одноименных тригонометрических функций
· введение вспомогательного аргумента.
При этом, как правило, в процессе решения тригонометрического уравнения приходится использовать не один, а несколько из указанных выше методов.
Способ замены
Данным методом решаются уравнения вида   [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon63_1.gif], [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon70.gif] . Они сводятся к простейшим тригонометрическим уравнениям с помощью замены [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon64_1.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon65_1.gif]. Уравнения [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon71.gif]не являются с виду алгебраическими, но их можно свести к алгебраическим:  [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon72.gif].При решении уравнений этим методом необходимо знать формулы:
 [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon73.gif]
Пример 1. Решить уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon66_1.gif].
Решение. Это уравнение является квадратным относительно [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon62_1.gif]. Поэтому сделаем замену [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon65_1.gif]. В результате получим уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon67_1.gif]. Его корни: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon68_1.gif], то есть получаем уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon69_1.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon70_1.gif]. Первое уравнение дает [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon71_1.gif]. Второе уравнение не имеет корней.
Ответ: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon71_1.gif].
Пример 2. Решить уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon72_1.gif].
Решение. Так как [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon73_1.gif], то уравнение можно представить в виде [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon74_1.gif]; [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon75_1.gif]. Сделаем замену [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon76_1.gif]. Получим квадратное уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon77_1.gif], решая которое, имеем: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon78_1.gif],то есть [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon79_1.gif]. Таким образом, получим два простейших уравнения [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon80_1.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon81_1.gif]. Решая их, имеем [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon82_1.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon83_1.gif].
Ответ: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon84_1.gif]


 Однородные уравнения 
Уравнения:
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon91.gif];[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon100.gif];                                   
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon101.gif];
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon102.gif]
 называются однородными относительно [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon61_1.gif]и [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon62_1.gif]. Они обладают тем свойством, что сумма показаний степеней при [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon61_1.gif] и [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon62_1.gif] у всех членов уравнения одинакова. Делением на [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon103.gif] соответственно уравнения приводятся к алгебраическим уравнениям относительно [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon104.gif]. При этом, конечно, предполагается, что коэффициент [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon105.gif]. В результате получаем равносильное уравнение, так как разделили на [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon106.gif] (если бы [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon107.gif], то из исходного уравнения следует, что и [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon108.gif], а это невозможно, так как [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon61_1.gif] и [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon62_1.gif] при одном и том же значении х в нуль не обращаются, ибо всегда [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon109.gif]).
Уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon110.gif] легко сводится к однородному, если правую часть представить в виде[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon111.gif]. После очевидных преобразований получаем
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon112.gif].
Пример 1. Решить уравнение:
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon113.gif].
Решение. Это уравнение является однородным относительно [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon61_1.gif] и [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon62_1.gif]. Поэтому, разделив его на [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon9.gif] [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon10.gif], получим [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon11.gif]. Введем новую переменную [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon12.gif] и решим квадратное уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon13.gif]. Его корни [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon14.gif]. Получили два простейших тригонометрических уравнения [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon15.gif]. Решая их, найдем: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon16.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon17.gif].
Ответ: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon18.gif].
Пример 2. Решить уравнение:
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon19.gif].
Решение. Это уравнение, сводящееся к однородному. Имеем 
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon20.gif]
то есть получили однородное уравнение. Разделив обе части уравнения на [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon9.gif] [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon10.gif], получим [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon21.gif]. Решая это уравнение, квадратное относительно [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon22.gif], найдем, что [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon23.gif] либо [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon24.gif]. Таким образом, [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon25.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon26.gif].
Ответ: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon27.gif].

 Разложение на множители
При решении уравнений этим методом нужно пользоваться известными способами разложения на множители алгебраических выражений. Необходимо также знать уже приведенные формулы и дополнительно:
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon74.gif]
 Пример 1. Решить уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon30.gif].
Решение. Применяя формулу синуса двойного угла, получим [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon31.gif], [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon33.gif]. Полученное уравнение равносильно совокупности уравнений: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon45.gif].
Решение 1-го уравнения: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon53.gif].
Уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon62.gif] преобразуем к виду [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon75.gif], имеющему решение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon77.gif].
Ответ: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon78.gif].
 
Пример 2. Решить уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon79.gif].
Решение. Перенесем все члены уравнения в левую часть и разложим ее на множители:
[image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon80.gif]
Отсюда следует, что [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon114.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon115.gif], то есть имеем уравнение [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon116.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon117.gif]. Решая их, получим [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon118.gif] или [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon119.gif].
Ответ: [image: http://diffur.kemsu.ru/1/teori/trigonometr/trigon120.gif].

ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ:
№1. Решите уравнения:
а);
б);
в).
№2.Решите систему:
      
[bookmark: _Hlk38879720]
[bookmark: _GoBack]УВАЖАЕМЫЕ СТУДЕНТЫ, РЕШЕННЫЕ ЗАДАНИЯ ПРИСЛАТЬ НА ЭЛЕКТРОННУЮ ПОЧТУ    RahmatullinaGX67@yandex.ru до 05.06.2020г.


[bookmark: _Hlk40749346]Ребята указывайте, пожалуйста, дату за которую выполняет Д/З, как в тетради, так и в письме, а то очень неудобно проверять. Спасибо
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