Неопределенный и определенный интеграл, их свойства и вычисления. Приложение определенного интеграла к решению прикладных задач.

Теоретическое обоснование /вернемся к теории/
Известно, что каждому математическому действию соответствует обратное ему действие. Например, для сложения это вычитание, для умножения – деление. Так, по известному закону движения тела s = s(t) мы определяли скорость. Решение обратной задачи о нахождении закона движения по заданной скорости выполняется интегрированием. Таким образом, если в процессе дифференцирования решается задача об отыскании скорости изменения функции, вызываемого изменением аргумента, то задачей интегрирования является нахождение самой функции по заданной скорости её изменения. Функцию, восстанавливаемую по заданной её производной или дифференциалу, называют первообразной.
Определение. Дифференцируемая функция F(х) называется первообразной для функции f(x) на заданном промежутке, если для всех х из этого промежутка справедливо равенство F'(х) = f(x).
Из этого определения следует, что всякая функция по отношению к своей производной является первообразной. Дифференцирование функции является однозначной операцией, т. е. если функция имеет производную, то только одну. Обратная операция – отыскание первообразной не является однозначной операцией.
Теорема. Если F(х) является первообразной функции f(x) на некотором промежутке, то множество всех первообразных этой функции имеет вид F(х) + С, где С – любое действительное число.
Слово «интеграл» происходит от латинского слова integer, что означает «восстановленный». Интегрируя какую-нибудь функцию, например 4х3, мы как бы восстанавливаем функцию х4, производная которой равна 4х3. Поэтому для проверки решения неопределенного интеграла, необходимо продифференцировать полученную функцию. Если получится подынтегральное выражение, то интеграл найден верно.
Определение. Совокупность всех первообразных F(х) + С функции f(x) на рассматриваемом промежутке называется неопределенным интегралом и обозначается символом [image: ], где f(x) – подынтегральная функция, f(x)dx – подынтегральное выражение, х – переменная интегрирования. 
Следовательно, если F(х) – какая-нибудь первообразная функции f(x) на некотором промежутке, то [image: ], где С[footnoteRef:1] – любое действительное число. [1:   Наличие постоянной С делает задачу нахождения функции по её производной не вполне определённой; отсюда происходит и само название «неопределенный интеграл».] 

Рассмотрим основные свойства неопределенного интеграла.
1. Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, т. е. [image: ].


2. Постоянный множитель подынтегрального выражения можно вынести за знак интеграл, т. е. [image: ], где , .
3. Интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме интегралов от этих функций[footnoteRef:2], т. е. [image: ]. [2:   При интегрировании алгебраической суммы функций принято записывать только одну произвольную постоянную, так как алгебраическая сумма произвольных постоянных есть постоянная.] 

4. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению, т. е. [image: ].
5. Неопределенный интеграл от дифференциала (производной) некоторой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной С, т. е. [image: ] или [image: ]. 
Формулы интегрирования простейших функций представлены в таблице 2.
Таблица 2
	
1. 
	

2.  при ;
	3. [image: ];

	4. [image: ];
	
5. [image: ] где [image: ] ;
	6. [image: ];

	7. [image: ];
	8. [image: ];
	9. [image: ];

	10. [image: ];
	11. [image: ]
	12. [image: ];

	13. [image: ];
	14. [image: ]
	
15. ;

	16. [image: ];
	
17.  [image: ];
	
18. .













Напомним, что приращением аргумента x при его изменении от  до  называется разность , а приращением функции F(x) при изменении аргумента от  до  называется разность F(b) – F(a). Найдем приращение любой первообразной функции f(x)при изменении аргумента x от  до : . Полученный результат означает, что при изменении аргумента x от  до  все первообразные для данной функции имеют одно и то же приращение, равное . Это приращение принято называть определенным интегралом.




Определение. Если F(x) + С – первообразная функция для f(x), то приращение  первообразных функций при изменении аргумента x от  до  называется определенным интегралом и обозначается символом , где а – нижний предел, b – верхний предел определенного интеграла.

Символ  читается так: «определенный интеграл от а до b эф от икс дэ икс». При этом функция f(x) предполагается непрерывной в промежутке изменения аргумента x от а до b. 

Для вычисления определенного интеграла находят: 

1) неопределенный интеграл ;

2) значение интеграла  при х = b, С = 0, т.е. вычисляют F(b);

3) значение интеграла  при х = а, С = 0, т.е. вычисляют F(а);

4) разность .

Процесс вычисления можно проиллюстрировать формулой Ньютона-Лейбница .
Все методы интегрирования, используемых при нахождении неопределенных интегралов, применяются и при вычислении определенных интегралов. Числовое значение определенного интеграла зависит от вида функции стоящей под знаком интеграла, и от значений верхнего и нижнего пределов и не зависит от обозначения переменной. 

Рассмотрим основные свойства определенного интеграла. При этом будем предполагать, что функция f(x) непрерывна на отрезке .

1. При перестановке пределов интегрирования знак интеграла меняется на противоположный: . Это свойство позволяет рассматривать интегралы, в которых верхний предел меньше нижнего.


2. Постоянный множитель можно вынести за знак определенного интеграла, т. е. , где .

3. Определенный интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме определенных интегралов от этих функций, т. е. .

4. Если a, b, c принадлежат интервалу, на котором функция f(x) непрерывна, то .
Ниже приведены примеры на использование формулы Ньютона-Лейбница:

а) ;

б) .
С помощью определённого интеграла можно решать различные задачи физики которые трудно или невозможно решить методами элементарной математики. Например, на вычисление работы переменной силы, давления жидкости на вертикальную поверхность, пути, пройденного телом, имеющим переменную скорость, и ряд других. Несмотря разнообразие данных задач, можно отметить общие рассуждения при их решении. Так, искомая величина обычно соответствует некоторому промежутку изменения переменной величины, которая является переменной интегрирования. Эту переменную величину обозначают через х, а промежуток её изменения – через [а,b]. Затем отрезок [а,b] разбивают на n равных частей, таким образом, что в каждой из них можно пренебречь изменением переменной величины. Этого добиваются увеличением числа разбиений отрезка. На каждой такой части задачу решают по формулам для постоянных величин. Далее составляют сумму, выражающую приближённое значение искомой величины. Переходя к пределу при n [image: ], находят искомую величину I в виде интеграла [image: ] - данная по условиям задачи функция.
2. Нахождение пути, пройденного телом при прямолинейном движении.
Как известно, путь, пройденный телом при равномерном движении за время t, вычисляется по формуле S=ut.
Если тело движется неравномерно в одном направлении и скорость его меняется в зависимости от времени t т. е. u=f(t) то для нахождения пути, пройденного телом за время от t1 до t2 разделим этот промежуток     времени на n равных частей   t.
Итак, 

                                                        [image: ]                                                     (1)

1. Вычисление работы силы, произведённой при прямолинейном движении тела.

Пусть тело под действием силы F движется по прямой s, а направление силы совпадает с направлением движения. Необходимо найти работу, произведённую силой F при перемещении тела из положения а в положение b.
Если сила F постоянна, то работа находится по формуле А=F(b-a)
Пусть на тело, движущиеся по прямой Ох, действует сила F на отрезке пути от а до b, разделим этот отрезок на n равных частей   х. Предположим, что на каждой части х сила сохраняет постоянное значение F(x1), F(x2), F(x3), F (xn).
Итак, работа переменной силы вычисляется по формуле 
[image: ][image: ]                                                                                                            (2)            
1. Вычисление работы, затраченной на растяжении или сжатие пружины 

Согласно закону Гука, сила F, необходимая для растяжения или сжатия пружины, пропорциональна величине растяжения или сжатия.
Пусть х – величина растяжения или сжатия пружины. Тогда F=kх, где k – коэффициент пропорциональности, зависящий от свойства пружины.
Итак,                                       [image: ]                                                      (3)


5. Определение силы давления жидкости на вертикально расположенную пластинку.                          

Из физики известно, что сила Р давления жидкости на горизонтально расположенную площадку S, глубина погружения которой равна h, определяется по формуле     
                                                [image: ] 
Где Y – плотность жидкости.
 (5)
Если верхний край пластинки совпадает с поверхностью жидкости, то а=0 и формула (5) примет вид:
                                             [image: ]
Ширина каждой полосы зависит от формы пластинки и является функцией глубины х погружения данной полосы.
Для пластинки постоянной ширины формула (5) упрощается, так как эту постоянную можно вынести за знак интеграла. 
[image: ]                                          

Ι. Вычисление пути, пройденного точкой.
Путь, пройденный точкой при неравномерном движении по прямой с переменной скоростью ν=f(t)≥0 за промежуток времени от t1 до t2 [image: ]  (1)
Пример 1.
Найти закон движения точки, которая движется со скоростью υ =2t + 3t2 (м/с) при t = 2 с, S = 4 м.
Решение:


Ответ: s = t2+t3 – 4 м.
Пример 2.

Скорость движения тела задана уравнением:  м/с. Найти путь, пройденный им за 6 с от начала движения.
Решение.
Согласно формуле (1) имеем:

 м.
Ответ: 162 м.
Пример 3. Скорость движения тела задана уравнением [image: ] м/с. Найти путь, пройденный телом от начала движения до остановки.
Решение.
Скорость тела равна нулю в момент начала его движения и остановки. найдём момент остановки тела, для этого приравняем скорость к нулю и решим уравнение относительно t:
[image: ],
[image: ],
[image: ] и [image: ] с.
Используя формулу получим: [image: ]м.
Ответ 32 м.
ΙΙ. Работа. Произведенная переменной силой F(х) при перемещении по оси Ох материальной точки от х = а до х = в, находится по формуле: А = [image: ] (2)
При решении задач на вычисление работы силы часто используется закон Гука F = кх, где F – сила (в Н), к – коэффициент пропорциональности (в Н/м), х – абсолютное удлинение пружины (в м).
Пример 3.
Сжатие х винтовой пружины пропорционально приложенной силе F. вычислите работу силы F при сжатии пружины на 0,04 м, если для сжатия её на 0,01 м нужна сила 10 Н.
Решение.


Так как х = 0,01м при F = 10 Н, то, подставляя эти значения в равенство F = кх, получим 10 = к ∙ 0,01. Откуда к = 1000 Н/м. Подставив теперь в это же равенство значение к, находим F = 1000х, т.е. f(x) = 1000x. Искомую работу найдем по формуле А = полагая а = 0; в = 0,04. 
Ответ: 0,8 Дж.


Контрольные вопросы:
1. Что является основной задачей интегрального исчисления?
2. Какая функция является первообразной для заданной функции?
3. Если F(x) – первообразная для f(x), то каким равенством они связаны между собой?
4. Сформулируйте правила интегрирования.
5. Напишите основные формулы интегрирования.
6. Первообразная определяется неоднозначно. Как это нужно понимать?
7. Почему при интегрировании функций появляется произвольная постоянная?
8. Почему одна функция имеет целую совокупность первообразных?
9. Как записать всю совокупность первообразных функций?
10. Что называется неопределенным интегралом?
11. Чем отличается неопределенный интеграл от первообразной функции?
12. Почему интеграл называется неопределенным?
13. Как называются все элементы равенства [image: ]?
14. Чем отличаются друг от друга подынтегральная функция и подынтегральное выражение?
15. Что означает постоянная С в определении неопределенного интеграла?
16. Чему равны производная и дифференциал неопределенного интеграла?
17. В чем заключается правило интегрирования выражения, содержащего постоянный множитель?
18. В чем заключается правило интегрирования алгебраической суммы функций?
19. Чему равен интеграл от дифференциала некоторой функции?
20. Как доказать справедливость каждой формулы интегрирования?
21. Почему [image: ] для интеграла [image: ]? В какой формуле рассматривается этот случай?
22. Как проверить результат интегрирования?
23. Приведите примеры физических и технических задач, которые можно решить с помощью определенного интеграла?
24. Что такое определенный интеграл? В чем заключается суть формулы Ньютона-Лейбница?
25. Что в записи [image: ] означают: а) числа а и b; б) х; в) f(x); г) f(x)dx? Может ли быть a = b; a > b?
26. Дайте определение определенного интеграла. 
27. Зависит ли приращение F(a) – F(b) от выбора первообразной?

[bookmark: _GoBack]УВАЖАЕМЫЕ СТУДЕНТЫ, РЕШЕННЫЕ ЗАДАНИЯ ПРИСЛАТЬ НА ЭЛЕКТРОННУЮ ПОЧТУ    RahmatullinaGX67@yandex.ru до следующего урока по расписанию.
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