Вычисление пределов и функций.

Теоретическое обоснование.
Понятие предела функции является одним из самых важных в математике. Дадим три определения этому понятию. 
 Пусть [image: x_0]- внутренняя точка области определения функции [image: y=f(x)].
Определение 1-Определение предела по Коши.
Число [image: A] называется пределом функции [image: y=f(x)] в точке [image: x_0], если для любого, сколь угодно малого, положительного [image: \varepsilon] найдется такое [image: \delta\gt 0], что для всех [image: x]таких, что [image: |x-x_0|\lt \delta], выполняется  неравенство [image: |f(x)-A|\lt \varepsilon]
Предел функции обозначается так:
[image: \lim_{x \to x_0}f(x)=A]
Определение 2 (на языке окрестностей) -Определение предела по Гейне.
Обозначим через [image: U_\delta(x_0)\,=\,(x_0-\delta,\,x_0+\delta)]- [image: \delta]-окрестность точки [image: x_0], а [image: V_\varepsilon(A)\,=\,(A-\varepsilon,\,A+\varepsilon)]- [image: \varepsilon]-окрестность точки [image: A].
Число [image: A]называется пределом функции [image: y=f(x)]в точке [image: x_0], если для любой окрестности [image: V_\varepsilon(A)]точки [image: A]найдется такая окрестность [image: U_\delta(x_0)]точки [image: x_0], что как только [image: x \in U_\delta(x_0)]так [image: f(x) \in V_\varepsilon(A)].
Определение 3 ( на языке последовательностей)- Определение предела по Вейерштрассу.
Число [image: A] называется пределом функции [image: y=f(x)] в точке [image: x_0], если для любой последовательности [image: \{x_n\}], сходящейся к [image: x_0], последовательность соответствующих значений функции [image: \{f(x_n)\}]сходится к [image: A]. 
[image: \forall \{x_n\} \to x_0 :\,\lim_{n \to \infty}f(x_n)\,=\,A]

. Предел функции при [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim26.gif].
Кроме рассмотренного понятия предела функции при [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim20.gif]существует также понятие предела функции при стремлении аргумента к бесконечности.
Определение.  Число A называется пределом функции f(x) при [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim26.gif], если для любой бесконечно большой последовательности  значений аргумента соответствующая последовательность  значений функции сходится к A.
Символически это записывается так: [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim29.gif].
Чтобы найти предел функции, нужно в функцию вместо x подставить то значение, к которому стремится x.

[bookmark: paragraph3]Основные теоремы о пределах
Теорема 1. (о единственности предела функции). Функция не может иметь более одного предела.
Следствие. Если две функции f(x) и g(x) равны в некоторой окрестности точки [image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image004_0018.gif], за исключением, может быть, самой точки [image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image004_0019.gif], то либо они имеют один и тот же предел при [image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image064_0002.gif], либо обе не имеют предела в этой точке. 
Теорема 2. Если функции f(x) и  g(x) имеют пределы в точке [image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image004_0020.gif], то:
1) предел алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме пределов слагаемых, т.е.
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image096.gif]         
2) предел произведения функций равен произведению пределов сомножителей, т.е.
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image098.gif][image: http://function-x.ru/chapter5/lim1_clip_image002.gif][image: http://function-x.ru/chapter5/lim1_clip_image004.gif]            
3)предел частного двух функций равен частному от деления предела делимого на предел делителя, если предел делителя не равен нулю, т.е.
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image102.gif]           
Следствие 1. Предел постоянной равен самой постоянной, т.е.
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image104.gif]
Следствие 2. Постоянный множитель можно выносить за знак предела, т.е.
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image106.gif]
Теорема 3 (о пределе сложной функции). Если существует конечный предел
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image118.gif]
а функция f(u) непрерывна в точке [image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image120.gif], то
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image122.gif]
Непосредственное применение теорем о пределах, однако, не всегда приводит к цели. Например, нельзя применить теорему о пределе частного, если предел делителя равен нулю. В таких случаях необходимо предварительно тождественно преобразовать функцию, чтобы иметь возможность применить следствие из теоремы 1.
 Решение пределов через раскрытие неопределённостей.
Для их раскрытия или, точнее, ухода от неопределённостей существует несколько искусственных приёмов:  почленное деление числителя и знаменателя на старшую степень переменной, домножение на сопряжённое выражение и разложение на множители для последующего сокращения с использованием решений квадратных уравнений и формул сокращённого умножения.
Решение типовых задач:
Пример 1. а)Найти предел функции [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim33.gif]при [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim34.gif].
Решение. Подставляем вместо x значение 0. Получаем:
[image: http://function-x.ru/lim_theory/lim35.gif]
Итак, предел данной функции при [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim34.gif]равен 1.
б) Найти предел функции [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim36.gif]при [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim37.gif].
Решение. Подставляем вместо x бесконечность. Получаем, что последовательность значений функции является бесконечно малой величиной и поэтому имеет предел, равный нулю:
[image: http://function-x.ru/lim_theory/lim38.gif]
Пример 2. Вычислите предел, требующий раскрытия неопределенности типа :
а) [image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image124.gif]
Решение. Теорема о пределе частного здесь неприменима, так как [image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image126.gif]
Преобразуем заданную дробь, разложив числитель и знаменатель на множители. В числителе получим
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image128.gif]где
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image130.gif] корни квадратного трёхчлена. Теперь сократим дробь и, используя следствие из теоремы 1, вычислим предел данной функции:
[image: http://function-x.ru/chapter5/lim_clip_image134.gif]
б)[image: http://function-x.ru/tasks5/tasks_lim_clip_image038.gif]
Решение. Теорема о пределе частного здесь неприменима, поскольку
[image: http://function-x.ru/tasks5/tasks_lim_clip_image040.gif]
Поэтому тождественно преобразуем дробь: умножив числитель и знаменатель на двучлен, сопряжённый знаменателю, и сократим на x +1. Согласно следствию из теоремы 1, получим выражение, решая которое, находим искомый предел:
[image: http://function-x.ru/tasks5/tasks_lim_clip_image044.gif]
 Пример 3. Вычислите предел, требующий раскрытия неопределенности типа:
а)[image: http://function-x.ru/lim_theory/lim41.gif]
Решение. Здесь старшая степень переменной n равна 2. Поэтому почленно делим числитель и знаменатель на [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim42.gif]:
[image: http://function-x.ru/lim_theory/lim43.gif].
Комментарий к правой части выражения. Стрелками и цифрами обозначено, к чему стремятся дроби после подстановки вместо n значения бесконечность. Здесь, как и в примере 2, степень n в знаменателе больше, чем в числителе, в результате чего вся дробь стремится к бесконечно малой величине или "супермалому числу".
Ответ:   [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim41.gif]  [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim44.gif].
б) [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim45.gif].
Решение. Здесь старшая степень переменной x равна 1. Поэтому почленно делим числитель и знаменатель на x:
[image: http://function-x.ru/lim_theory/lim46.gif].
Комментарий к ходу решения. В числителе загоняем "икс" под корень третьей степени, а чтобы его первоначальная степень (1) оставалась неизменной, присваиваем ему ту же степень, что и у корня, то есть 3. Стрелок и дополнительных чисел в этой записи уже нет, так что попробуйте мысленно, но по аналогии с предыдущим примером определить, к чему стремятся выражения в числителе и знаменателе после подстановки бесконечности вместо "икса".
Ответ: [image: http://function-x.ru/lim_theory/lim45.gif]= 0
Варианты самостоятельных работ
Вариант 1
№1 Вычислите: 
№ 2 Вычислите предел, требующий раскрытия неопределенности типа :

 № 3 Вычислите предел, требующий раскрытия неопределенности типа:


Уважаемые студенты, жду домашнее задание на электронный адрес: RahmatullinaGX67@yandex.ru  до следующего урока/смотрите расписание/
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